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PIOTR SZCZEPOCKI!

O APROKSYMACJACH FUNKCII PRZEJSCIA
DLA JEDNOWYMIAROWYCH PROCESOW DYFUZII

1. WPROWADZENIE

Jednowymiarowe procesy dyfuzji sa powszechnie stosowane do opisu zjawisk
ekonomicznych. Szczeg6lng role odgrywaja w modelowaniu stop procentowych.
W zagadnieniu tym czgsto wykorzystuje sie jednowymiarowe procesy dyfuzji np.
proces Coxa—Ingersolla—Rossa. Kluczowa rolg w estymacji parametrow procesow
dyfuzji stanowig funkcje przejscia. Rozwdj teorii finanséw prowadzi do uzycia co
raz bardziej wyrafinowanych procesow dyfuzji, dla ktorych funkcja przej$cia w postaci
jawnego wzoru jest nieznana.

Celem niniejszego opracowania jest doglebna analiza metod estymacji parame-
trow jednowymiarowych procesow dyfuzji opartych o aproksymacje funkcji przejscia.
W tym celu przeprowadzony zostat eksperyment symulacyjny sktadajacy si¢ z dwoch
czesci. W pierwszym kroku zbadana jest doktadnos¢ aproksymacji funkcji gestosci,
a w drugim precyzja oszacowan parametréw. W eksperymencie wykorzystano trzy
znane 1 powszechnie wykorzystywane jednowymiarowe procesy dyfuzji. Uzyskane
wyniki pozwalaja oceni¢, ktoéra z metod aproksymacji najlepiej przybliza funkcje
przejscia oraz umozliwia najbardziej doktadne oszacowania parametrow. Cho¢ obec-
nie rozwaza si¢ takze modele z zaburzeniami niegaussowskimi, to jednowymiarowe
procesy dyfuzji sg ciagle stosowane w praktyce i moga stanowi¢ odniesienie dla
bardziej zaawansowanych modeli.

Uktad opracowania jest nastepujacy. W czesci drugiej przedstawione zostaty pod-
stawowe zalozenia teoretyczne zagadnienia estymacji jednowymiarowych procesow
dyfuzji. Czgs¢ trzecia zawiera przeglad najwazniejszych metod estymacji opartych
o aproksymacje funkcji przejécia. Czg$¢ czwarta to eksperyment symulacyjny. Ostatnia
cze$¢ to podsumowanie i wnioski.
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2. PODSTAWOWE ZALOZENIA TEORETYCZNE

Niech X;? bedzie jednowymiarowym procesem dyfuzji, czyli procesem stochastycz-
nym spetniajacym wilasno$¢ Markowa o ciagtych trajektoriach. Zaktadamy, ze proces
ten spetnia nastgpujace jednorodne stochastyczne rownanie rézniczkowe

dXt = :u(XtJ H)dt + O-(th Q)tha (1)

gdzie 6 € ® c R™ jest wektorem parametrow. O funkcjach w:RX0 ->R
i 0:R X0 — (0,00) zaktadamy, ze sg znane i dla dowolnego 6 € O istnieje jedno-
znaczne rozwigzanie réwnania (1).

Zagadnienie estymacji parametrow procesu dyfuzji X; polega na znalezieniu warto-
$ci wektora parametrow 6 na podstawie proby liczacej n + 1 obserwacji X;, X,..., X,
pobranej w momentach czasu 1, t,,..., ¢,. Przyjmujemy, Ze przyrosty czasu sg stale
tj. Aj =ty —t;=A,dlai=0,..., n — 1. Zalozenie to upraszcza rozwazania, ale jest
do$¢ czgsto stosowane przez wielu autorow (por. Pedersen, 1995a; Ait-Sahalia, 2002;
Jensen, Poulsen, 2002; Kostrzewski, 2006). Proces dyfuzji X, okresla jednoznacz-
nie rodzina warunkowych rozktadéw prawdopodobienstwa przejscia procesu X, ze
stanu x w momencie #; do zbioru B € B(R) w momencie ¢;,;, dlai =0,..., n — 1.
Sa to rozktady absolutnie ciagle o funkcji gestosci pg(- |x; A), zwanych funkcjami
(gesto$ciami) przejscia.

Dla proby X, Xi,..., X, otrzymujemy zatem n funkcji przej$cia, na podstawie
ktorych mozna wyznaczy¢ funkcje wiarygodnos$ci proby

n—1

1) = | [0 (i X5 00p (X, @

=0

Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa warunku poczatkowego py(Xj),
z wyjatkiem przypadku, gdy proces X; jest stacjonarny, jest nieznana. Jednakze wraz
ze wzrostem liczebno$ci proby maleje udziat py(X,) w funkcji wiarygodnosci proby,
przyjmuje si¢ zatem, ze py(Xy) = 1 1 w konsekwencji pomija w zapisie.

Estymator metody najwigkszej wiarygodnosci wyznacza si¢ maksymalizujac
funkcje wiarygodnos$ci proby (2). Otrzymane w ten sposodb estymatory sg zgodne
i asymptotycznie normalne (dowdd dla proceséw Markowa mozna znalezé w pracy
Billingsleya (1961, za Kostrzewski, 2008).

W wigkszosci zagadnien posta¢ funkcji gestosci przejscia jest nieznana, np. dla
klasy modeli CKLS (Chan i inni, 1992) posta¢ gestosci jest znana tylko dla dwoch
szczegblnych przypadkow (modelu Coxa-Ingersolla-Rossa i Ornsteina-Uhlenbecka).
Podobnie nie mozna wyznaczy¢ funkcji przejscia dla klasy nieliniowych modeli wpro-
wadzonych przez Ait-Sahali¢ (1999). W przypadku gdy funkcja gestosci jest nieznana,

2 X, jest skrocong notacja. Pelny zapis to (Xe) te[0,00-
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nie mozna rowniez poda¢ postaci funkcji wiarygodnosci z proby i wyznaczy¢ estyma-
torow parametrow metoda najwickszej wiarygodnosci. Powstalo wiele metod estymacji
parametrow w przypadku, gdy funkcja gestosci jest nieznana. Mozna je podzieli¢ na
dwie kategorie. Do pierwszej zalicza si¢ metody maksymalizacji aproksymacji funk-
cji wiarygodno$ci proby m.in. dyskretyzacje rownania rozniczkowego (Ozaki, 1992;
Elerian, 1998; Shoji, Ozaki, 1998), symulacje funkcji przejscia (Pedersen, 1995a;
Durham, Gallant, 2002), numeryczne rozwigzanie rownania Fockera-Plancka (Jensen,
Poulsen, 2002), aproksymacje szeregami funkcyjnymi (Ait-Sahalia, 2002, 2008). Do
drugiej kategorii naleza modyfikacje uogolnionej metody momentoéw zaproponowane;j
przez Hansena (1982). Sa to: efektywna metoda momentow (Gallant, Tauchen, 1996),
estymacja posrednia (Gourieroux i inni, 1993) czy metoda momentow spektralnych
(Chacko, Vieira, 2003). Rownolegle rozwijane jest rowniez podejscie bayesowskie
(Elerian i inni, 2001; DiPietro, 2001 za Kostrzewski, 2004, 2006). W literaturze
przedmiotu mozna znalez¢ takze artykuly prezentujace przeglad stosowanych metod
(Christensen i inni, 2001 oraz Jensen, Poulsen, 2002). Monografia Kostrzewskiego
(2006) szczegotowo omawia metody estymacji parametrow procesow dyfuzji za
pomoca aproksymacji funkcji przejscia w kontekscie podej$cia bayesowskiego. Praca
ta zawiera rowniez badania empiryczne przeprowadzone na szeregu stop procentowych
banku centralnego USA oraz na szeregu dziennych wartosci indeksu WIG20.

3. PRZEGLAD METOD ESTYMACIJI

Najstarsza metoda aproksymacji funkcji przejscia jest dyskretyzacja rownania
rozniczkowego (1). Transformacja ta przeksztatca rownanie rézniczkowe na schemat
roznicowy, dla ktorego mozna otrzymac funkcje wiarygodnosci i w ten sposob wnio-
skowac o parametrach prawdziwego (ciagltego) procesu. Najprostsza dyskretyzacja jest
tak zwany schemat Eulera (lub Eulera-Maruyama) polegajacy na przejsciu na pierwsze
roznice. Wowczas rownanie (1) zastepuje rownanie

Xegn —Xe = .U(Xt: 0)A + O'(Xt, 9)(Wt+A - Wt)- 3)

Z whasnosci procesu Wienera wynika, ze (W,,.5 — W,)~N(0,v/A), zatem przyrosty
(Xt4+a — X;) saniezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym z warto$cia
oczekiwang u(X;, 6)A i wariancja o2(X,, 8)A. Stad wynika, ze gesto$é przejscia aprok-
symacji schematu Eulera dana zatem jest wzorem

Euler . _ 1 _ (y—x—u(X,0)A)?
P (ylx' A) - o(x,0)V2mA exp{ 202(X,0)A } (4)

Mozna zatem wyznaczy¢ funkcje wiarygodnosci aproksymacji, a nastgpnie estymator
metody najwigkszej wiarygodnosci wektora parametréw 6. Intuicyjnie, taka metoda
powinna dawa¢ dobre wyniki dla dostatecznie matych A, poniewaz roznice beda
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dobrym przyblizeniem ilorazu réznicowego (por. rysunek 1). Procedura ta prowadzi
jednak do estymatorow obcigzonych i niezgodnych (Florens-Zmirou, 1989; Broze
i inni, 1998).

(a) (b)

03 04 05 08 o7 0.70 075 080 085
Rysunek 1. Gestos¢ przejscia pg(x|x;; A) dla procesu Coxa—Ingersolla-Rossa (24)
oraz jego aproksymacja przy pomocy dyskretyzacji Eulera, dla wartosci poczatkowej x; = 0,8
oraz parametrow: ¢, = 0,03, 6, = 0,5, 6; = 0,15 oraz (a) A= 1 (b) A= 1/12

Zrédto: opracowanie whasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

Probowano takze innych metod aproksymacji funkceji przejscia wykorzystujac wyz-
szy stopien zbieznosci (np. schemat Milsteina zaproponowany przez Eleriana, 1998)
lub poprzez linearyzacj¢ funkcji dryfu (Ozaki, 1992; Shoji, Ozaki, 1998). Autorzy tych
metod wykazali wieksza doktadno$¢ proponowanych metod dyskretyzacji w szcze-
gblnosci, gdy dlugoscia okresu probkowania A = ¢;,; — ¢, jest znaczna. Natomiast wia-
snosci tak otrzymanych estymatoréw sa ciagle niezadawalajace. Estymatory pozostaja
obcigzone i niezgodne (Elarian, 1998). Estymator metody lokalnej linearyzacji jest
zgodny tylko w specyficznym sensie: szerokos$¢ przedziatu czasowego [0, 7 jest stata
(T = const.), natomiast wraz ze wzrostem liczby obserwacji maleje okres probkowania
A, = T/n (w zwyklym schemacie pobierania obserwacji jest na odwrot: A jest stale,
a ro$nie szeroko$¢ przedziatu czasowego 7= A - n) (Shoji, Ozaki, 1998).

Pedersen zaproponowat odmienne podejscie wykorzystujace w sposdb posredni
dyskretyzacj¢ — estymacje procesoOw dyfuzji za pomocg symulacji funkcji przejscia.
Idea metody symulacji opiera si¢ na tym, aby sztucznie zagesci¢ podziat przedzialu
czasowego za pomocg nowego okresu probkowania 6 (§ < A) wprowadzajac zmienne
losowe nieobserwowalne, dla ktorych aproksymacja funkcji przejscia schematami dys-
kretyzacji bedzie odpowiednio doktadna. Nastgpnie z tak powstalych aproksymacji
skonstruowa¢ funkcj¢ wiarygodnosci, na podstawie ktorej mozna wyznaczy¢ oszaco-
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wania szukanych parametrow. Metoda byta pdzniej rozwijana przez Eleriana i inni
(2001) oraz Durhama, Gallanta (2002).

Ograniczmy rozwazania do pojedynczego przedziatu czasowego [7;, #11).
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Niech § = A, gdzie M jest pewng liczba natu-
ralnq. Stata 6 wprowadza podziat odcinka [#, #;;,) na podprzedziaty 1, = 1, < t;; <
<tim . <ty =ty Zmienne losowe X ,..., X; 1 s3 nieobserwowalne®. Jedynie
reahzaCJe zmlennych X, oraz X; ,, mozemy zaobserwowac w dostepnej probie. Przez

)( [x; m; §) oznaczmy funkcje przej$cia zmiennej losowej :m+1 pod warunkiem,

ze zmienna losowa X;, przyjeta warto$¢ x;,, (m = 0, ..., M — 1). Natomiast przez

(gM )(- |x;; A) oznaczmy szukang aproksymacj¢ gestosci przej scia pg (- |x;; A) zmiennej

losowej X;;+; pod warunkiem, ze zmienna losowa X; przyjmie warto$¢ x,;, wyznaczong
metoda symulacji. Pedersen wykazal, ze

0 (elxis ) =
= fRM 1p9 (xlle 1:5) Hz 0 péM)(xi,m+1|xi,m; 5) dfl(xi,o' ---'xi,M—Z) = (5)

= EPe,xi'ti [Pé )(xlxi'M_l; 5)]’

gdzie calka we wzorze (5) jest wzgledem (M-1)-wymiarowej miary Lebesgue’a.
Oznacza to, ze p(M)( |x;; A) mozna traktowac jako wartos¢ oczekiwang po wszystkich
mozliwych trajektoriach procesu z przedziatu czasowego [7; 5/, ; 1), Przy czym miara
probabilistyczna wzgledem, ktorej wyznaczona jest warto$§¢ oczekiwana jest genero-
wana przez prawdopodobienstwo warunkowe, ze proces X; w momencie czasu f; = ¢,
byt w stanie x;. Korzystajac z mocnego prawa wielkich liczb Kolmogorowa warto$¢
oczekiwang mozna przyblizy¢ §rednig arytmetyczng (dla dostatecznie duzego K)

EPGxt[p0 (i - 1'5) KZP(Mk) xX|x;m-1; 6). (6)

Mozna ponadto przyjac, ze gestosci przejscia péM'k)(- |x; m; &) na podprzedziatach sg
gestosciami przejscia schematu Eulera (co jest wiarygodnym zatozeniem pamigtajac,
ze 0 zostato dobrane dostatecznie mate)

(Mk)(x|xlm, 6) d)(x /,t(xlm, )6 a(xlm,e)\/_) 7

gdzie ¢(x; u, o) oznacza gestosé rozktadu normalnego z parametrami 4 i o.

3 W literaturze przedmiotu zmienne te s3 nazywane réwniez zmiennymi posrednimi, brakujacymi,

ukrytymi lub pomocniczymi — zob. Kostrzewski (2006, str. 51).
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Pedersen (1995a) wykazat, ze tak otrzymana aproksymacja jest zbiezna do nie-
znanej funkcji przejécia w przestrzeni funkcji catkowalnych L'(1). Co wiecej, funkcja
wiarygodnosci skonstruowana na podstawie aproksymacji jest zbiezna do prawdziwej
funkcji wiarygodno$ci wedhug prawdopodobienstwa (Pedersen, 1995b).

Wada tej metody jest to, ze wymaga duzej liczby symulacji i odpowiednio ggstego
podpodziatu, tak aby otrzymac doktadne oszacowanie pojedynczej funkcji przejécia
(por. rysunek 2). W celu skonstruowania aproksymacji funkcji wiarygodnos$ci nalezy
dokona¢ n takich oszacowan funkcji przejscia. W przypadku numerycznego poszuki-
wania ekstremum lokalnego tak powstatej aproksymacji funkcji wiarygodnosci nalezy
ta procedure powtarza¢ wielokrotnie, co powoduje duza czasochtonno$¢ tej metody.

Rysunek 2. Gestos¢ przejscia pg(x|x;; A) dla procesu Coxa—Ingersolla—Rossa (24) oraz jego aproksyma-
cja przy pomocy metody symulacyjnej Pedersena (M = 10 i K € {10,100,500}, dla wartosci poczatko-
wej: x; = 0,8 oraz parametrow: 6, = 0,03, 6, = 0,5, ¢; = 0,15, A = 1/12

Zrédto: opracowanie whasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

Kolejnym ograniczeniem metody symulacji funkcji przejscia zaproponowanej
przez Pedersena jest, to, ze otrzymanej aproksymacji prawdziwej funkcji wiarygod-
nosci proby nie mozna przedstawic¢ za pomocg wzoru. Utrudnia to zbadanie wtasno$ci
estymatorow powstatych na podstawie takich przyblizen oraz dalsze zastosowanie
w ekonometrii finansowej np. do wyceny instrumentéw pochodnych. Znalezienie
aproksymacji funkcji wiarygodno$ci proby, ktora nie tylko dawataby doktadne osza-
cowanie parametrow, ale jednoczesnie byta wyrazona w postaci jawnych wzorow stato
si¢ przedmiotem zainteresowania francuskiego ekonometryka Yacine’a Ait-Sahaliego.
Udato si¢ to osiggna¢ poprzez rozwijanie ggstosci przejscia w szereg funkcyjny wzgle-
dem uktadu wielomianow Hermite’a (Ait-Sahalia, 2002). Nastepnie Ait-Sahalia uogol-
nit otrzymang metod¢ na wielowymiarowe procesy dyfuzji (Ait-Sahalia, 2008).

Idea metody jest zblizona do centralnego twierdzenia granicznego Lindeberga-
Levy’ego (CTG). Gdy A — 0 (analogicznie dla CTG, gdy n — o) dobrym przybli-
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zeniem gestosci przejsécia jest gesto§¢ rozktadu normalnego, natomiast w przypadku,
gdy A nie jest bliskie zera (analogicznie dla CTG, gdy » nie jest dostatecznie duze)
nalezy wykorzysta¢ rozwinigcia Grama—Charliera typu A, aby zwigkszy¢ doktadnosé¢
aproksymacji.

Zastosowanie rozwini¢cia Grama—Charliera typu A wymaga, aby rozklad wyj-
sciowej zmiennej byt zblizony do rozktadu normalnego w tym sensie, aby ogony
rozktadu byty dostatecznie chude. Ait-Sahlia (2002) zaproponowat przeksztatcenie
procesu dyfuzji X, w proces Z,, tak ze nowy proces Z, ma gestos¢ p, nalezacg do klasy
gestosci, dla ktorych rozwinigcie Grama—Charliera typu A jest zbiezne. Przeksztatcenie
X, — Z, sktada si¢ z dwoch przeksztalcen: X, — Y, 1 Y, — Z,. Co wazne, transformacje
te sg odwracalne, co umozliwia podanie rozwinigcia gestosci py.

Przeksztatcenie X, — Y, to tak zwana transformacja Lampertiego (Ait-Sahalia,
2002)

Y—F(X)—fx du @3
“FO= ) swey )
Drugie przeksztalcenie ¥ — Z, jest postaci

Y-y,

Transformacje te pozwalaja uzyskacé proces Z,, dla ktorego gesto$¢ przejscia p, jest
na tyle zblizona do gestosci rozkltadu N(0,1), ze mozliwe jest jej rozwinigcie w szereg
Grama—Charliera typu A. Wowczas aproksymacje rzedu J gestosci przejscia p, mozna
zapisa¢ w postaci
J
Py1y0.4,0) = 62 ) 1P (2ly0, 4, O)H(2). (10)
j=1

Wspotezynniki ng ) tego rozwinigcia wyznacza si¢ ze wzoru

+00

- 1
1P (ely0 4,6) = 5 f H,(2)pz (210, 4,6) dz. (11)

— 00

Mozna zatem wyznaczy¢ aproksymacje funkcji gestosci py rzedu J wzorem
pr(xlx0,4,0) = 0(x,0)"1A~2p) (AV2(F (x) — F (%)) ly0,A,0).  (12)

Aproksymacja (12) ma zupelie odmienne wlasno$ci niz omawiane wczesniej
aproksymacje uzyskane metoda dyskretyzacji czy symulacji. Zbiezno$¢ aproksymacji
nie uzyskuje si¢ zmniejszajac okres probkowania czy zwigkszajac liczbe symulacji,
tylko poprzez zwigkszanie liczby wyrazen w szeregu (10). Pozostaje jeszcze problem
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wyznaczenia wspotczynnikow ng ) ze wzoru (11). Wspdlczynniki te mozna otrzy-
mac korzystajac z réznych metod m.in. za pomocg catkowania metoda Monte Carlo.
Ait-Sahalia (2002) zaproponowat rozwinigcie ich w szereg Taylora i przedstawil jawne
wzory dla pierwszych szesciu wyrazow tego rozwinigcia dla J = 3.

Ait-Sahalia zbadat takze wilasnosci estymatora najwickszej wiarygodnosci skon-
struowanego na podstawie tak powstatej aproksymacji. Wprowadzmy nastepujace
oznaczenia. Niech 8, oznacza estymator najwickszej wiarygodno$ci wyznaczony na
podstawie prawdziwej (cho¢ najczeséciej nieznanej) funkcji wiarygodnos$ci L, nato-
miast ér(l] ) wyznaczony na podstawie aproksymacji wielomianami Hermite’a rzgdu J.
Dla ustalonej liczebno$ci proby n. Gdy J — oo, ég) — B, (zbieznoé¢ wg prawdopo-
dobienstwa Py ). Jezeli X; jest stacjonarnym procesem dyfuzji, to

n'/(8, — 8,) > N(0,i(8) ™), (13)

gdzie zbieznos¢ jest wedlug rozktadu, a i(8,)~* jest odwrotnoscia informacji Fishera
modelu. Oznacza to, ze estymator najwigkszej wiarygodnosci jest estymatorem efek-
tywnym, poniewaz i(6,) ! jest najmniejsza mozliwa asymptotyczng wariancja po$rod
wszystkich zgodnych i asymptotycznie normalnych estymatorow 6.

Najbardziej bezposrednia metodg aproksymacji funkcji przejécia polega na nume-
rycznym rozwigzaniu rownania Fokkera-Plancka znanym réwniez jako prospektywne
rownanie Kolmogorowa (Kotmogorow, 1931)

Op(x|xo, t) EOZUZ(X)P(XPCOI t) ou(x)p(x|x, t)
ot ) 0x? Ox '

(14

Jest to rownanie rozniczkowe czastkowe drugiego rzedu, ktore taczy gestos¢ przej-
scia z funkcjami dryfu i dyfuzji. Rownanie (14) jest uzupetnione przez odpowiednie
warunki poczatkowo-brzegowe. Oznaczmy przez Dy = (g, E) dziedzine procesu X,.
Zatozmy, ze w momencie ¢; proces przyjmuje wartos¢ x,. Wowczas warunek poczat-
kowy jest postaci

p(xle' t) = 8(3( - xO), (15)

gdzie 0 oznacza delte Diraca (funkcje rozktadu gestosci prawdopodobienstwa ciaglej
zmiennej losowej z prawdopodobienstwem jeden przyjmujacej warto$¢ x,). Warunek
brzegowy powinien zapewnia¢ zachowanie jednostkowej gestosci prawdopodobien-
stwa. W tym celu wystarczy zatozy¢, ze gestos¢ prawdopodobienstwa nie przechodzi
przez brzeg zbioru Dy

. 100%(x)p(x|xo.t
lim X p(x|xo.t)
x—)&*‘z ox

p(x)p(x|xo, t) = 0, (16)
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100%(x)p(x|xo, t)
x-x 2 ox

— u()p(x|xo,t) = 0. (17)

Posta¢ analityczna rozwigzania réwnania Fokkera-Plancka jest znana tylko w nie-
licznych przypadkach. Mozna je jednak probowac rozwigza¢ numerycznie. Pierwszy
takie podejscie w celu wyznaczenia estymatora najwigkszej wiarygodnosci zapropo-
nowat Lo (1988). Jednakze dopiero 10 lat poézniej pojawita pierwsza praca majace na
celu implementacj¢ tej metody. Hurn, Lindsay (1998) wykorzystali metode spektralnej
aproksymacji. Cztery lata pdzniej Jensen, Poulsen (2002) zaproponowali wykorzysta-
nie metody skonczonych réznic. Jest to jedna z najbardziej znanych metod numerycz-
nego rozwiazywania rownan rézniczkowych czastkowych.

Metoda skonczonych roéznic polega na dyskretyzacji dziedziny procesu Dy = (5, ?)

G
N

na N jednorodnych przedziatow dlugosci A, = oraz czasu na M jednorodnych

przedziatow dlugosci A= % Wezly siatki podziatu oznaczmy przez x; = x + sA,,
gdzie s jest liczba calkowita spetniajaca nierownosci 0 < s < N, warstwy czasu nato-
miast przez t;q = t; + qA;, gdzie g jest liczbg catkowitg spelniajgcg nierownosci
0<gsM.

Woéwcezas mozemy przyjaé nastepujaca aproksymacje rownania Fokkera-Plancka

1 1 1
(0211 ADPITY + 22 + ra2D)plTHY = 1 (02 s AP =

(18)
= 7’(052—1"‘115—1Ax)195(i)1 +2(2 - TUsz)Ps(q) - T(Usz+1_lv‘s+1Ax)Ps(Z)1=
gdzie r = 2—2. Roéwnania postaci (18) dla s = 0, ..., N tworzg uktad rownan opisu-

jacych ewolucje gestosci przejscia od momentu czasu f;, do 4 44;. Uklad ten trzeba
uzupethi¢ o warunki poczatkowe i brzegowe. Implementacja warunku poczatkowego
w postaci delty Diraca nie jest bezposrednio mozliwe w obrebie metody skonczonych
roznic. Jensen i Poulsen (2002) sugeruja ominigcie tej trudnosci poprzez specyfikacje
warunku poczatkowego w momencie 7;; = ; + A,. Dla dostatecznie matego A, mozna
aproksymowac funkcje przejscia w momencie f;; rozktadem normalnym o wartosci
oczekiwanej x, + p(xo)A; i wariancji o2 (x,)A,.
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Rysunek 3. Gesto$¢ przejscia pg(x|x;; A) dla procesu Coxa—Ingersolla—Rossa oraz jego aproksymacja
przy pomocy numerycznego rozwigzania rownania Fokkera-Plancka (M =20 i N € {10,20,50},
dla warto$ci poczatkowej: x; = 0,8 oraz parametrow: 6; = 0,03, 6, = 0,5, 6; = 0,15, A = 1/12

Zrédto: opracowanie whasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

4. EKSPERYMENT SYMULACYJNY
Przedstawione w poprzednim rozdziale metody zostang poréwnane dla trzech pro-

cesow dyfuzji, dla ktorych znana jest posta¢ funkcji przejscia:
1) proces Ornsteina—Uhlenbecka (OU)

dX, = (6, — 0,X,)dt + 0;dW,, (19)
2) geometryczny ruch Browna (BS)
dX; = 0, X.dt + 6,X.dW,, (20)
3) proces Coxa—Ingersolla—Rossa (CIR)
dX, = (0, — 0,X,)dt + 05/X.dW,. (21)

Dla procesu OU funkcja przejscia jest gestos$cig rozktadu normalnego z wartoscia
oczekiwang i wariancjg réwng odpowiednio

03(1 — e~2628)
292 ’

Funkcja przejscia geometrycznego ruchu Browna jest gestoscia rozktadu log-nor-
malnego

6
E[XesalXe = x0] = xpe™ %% + 9_1(1 - e_ezA), D? [XeralXe = xo] =
2
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1 1 (Inx —Inx, — (6, —1 HZZA))Z

x| Xy = x9; ) = — ex
p@( | t 0 ) mezx\/z p 2922A

natomiast proces CIR ma gestos¢ dang wzorem

1
po (x| X, = x¢;A) = ce™#7V (g) 2 I,(2vuv),

20, _ 20,

s 4 =3 628
(1-e=022)0, 03

gdzie ¢ = -1, u=cxye , UV =cCxX,

I, (2\/@) to zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu g.
Eksperyment symulacyjny sktada si¢ z dwoch cze¢sci. Pierwsza ma na celu zbadanie

doktadnosci aproksymac;ji funkcji gestosci dla trzech opisanych powyzej przyktadow.

Druga cze$¢ eksperymentu polega na sprawdzeniu precyzji oszacowan parametrow.

W obu czesciach przyjeto te same wartosci parametréw — dla procesow OU i CIR

przyjeto nastepujace wartosci parametréw: 6; = 0,03, 6, = 0,5, 65 = 0,15, dla procesu

BS natomiast 8; = 0,3, 6, = 0,5. Okres probkowania A = 1/12 ustalono, tak aby symu-

lowa¢ dane miesigczne. Wykorzystano nastgpujace aproksymacje:

1) dyskretyzacja Eulera,

2) metoda symulacyjna zaproponowana przez Pedersena (Pedersen, 1995a). Przyjeto
podziat kazdego przedziatu czasowego na M = 10 podprzedziatéw oraz generowano
K = 100 symulacji.

3) aproksymacja wielomianami Hermite’a (Ait-Sahalia, 2002). Wykorzystano szes$¢
pierwszych wyrazow rozwinigcia.

4) numeryczne rozwigzanie rownania Fokkera-Plancka (Jensen, Poulsen, 2002). Przyjeto
podziat przestrzeni procesu za pomocg A, = 50 i czasu A, = 20.

W pierwszej czgséci eksperymentu dla kazdej z trzech gestosci wylosowano punkt
poczatkowy x; z przedziatu (0,1). Nastepnie wybrano 100 punktow koncowych x;,,
rownomiernie roztozonych. Dla kazdego punktu koncowego wyznaczono wartos¢
funkcji gestosci pg(x;41]x;; A) oraz aproksymacji. Nastgpnie wyznaczono biedy
aproksymacji za pomocg pieciu miar: ME. RMSE, MAE, MPE, MAPE. Eksperyment
powtarzano 1000 razy.

W drugiej czeséci aproksymacje zostaly wykorzystane do wyznaczenia estyma-
torow najwigkszej wiarygodnosci parametrow procesow. W tym celu dla kazdego
z trzech procesow wygenerowano 1000 prob, kazda o liczebnosci 100 obserwacji.
Dla kazdej z prob wyznaczono numerycznie warto§ci parametrow maksymalizujace
funkcje¢ wiarygodnosci lub jej aproksymacje. Maksimum lokalne funkcji wyznaczano
stosujac metode Neldera-Meada zaimplementowang w pakiecie optim* programu R
(wersja 3.2.1).

4 https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/stats/html/optim.html (dostep 3.02.2015).
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Otrzymane wyniki dla pierwszej czesci przedstawiaj tabele 1-3. Dla wszyst-
kich trzech proceséw najdoktadniej gesto$¢ przybliza aproksymacja wielomianami
Hermite’a. W szczegolnosci dla geometrycznego ruchu Browna aproksymacja nie-
mal pokrywa gesto$¢ przej$cia. Druga najlepsza metoda to numeryczne rozwigzanie
rownania Fokkera-Plancka. Doktadnos¢ tej metody mozna zwigkszy¢ zageszczajac
podziat przestrzeni procesu i czasu (zwigkszajac A, oraz A,). Rowniez doktadno$c
kolejnej metody — symulacyjnej mozna polepszy¢ zwickszajac stale M 1 K. W obu
przypadkach warto$ci zostaty dobrane tak, aby doktadno$¢ aproksymacji nie powo-
dowata zbyt dlugiego czasu wyznaczania oszacowan parametrow w drugiej czesci
eksperymentu. Najstabiej wypadta metod dyskretyzacji Eulera.

Tabela 1.

Bledy aproksymacji pg(x;,q1|x;; A) wyznaczone na podstawie eksperymentu symulacyjnego
(gestos¢ przejscia procesu Ornsteina—Uhlenbecka)

Miary bledu aproksymacji
Rodzaj aproksymacji
ME RMSE MAE MPE MAPE
Dyskretyzacja Eulera 0,010618 | 0,1042 0,087999 | -2,74592 3,935113
Symulacyjna -0,05877 0,356205 0,327252 3,929742 | 8,839776
Wielomianami Hermite’a 0,000089 | 0,001225 0,000966 | -0,013324 | 0,049384
Numeryczne rozwigzanie rownania 0,001412 | 0,006866 | 0,005379 | -0,2818 0,454452
Fokkera-Plancka
Zrédlo: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).
Tabela 2.

Btedy aproksymacji pg(x;41|x;; A) wyznaczone na podstawie eksperymentu symulacyjnego

(gestos¢ przejscia — geometryczny ruch Browna)

Miary btedu aproksymacji
Rodzaj aproksymacji

ME RMSE MAE MPE MAPE
Dyskretyzacja Eulera 0,00358 1,02752 0,84338 4,77626 18,9660
Symulacyjna -0,00099 0,45374 0,36733 1,00085 7,72357
Wielomianami Hermite’a 1-10° 7-107 6107 -6-107 1,17-1077
Numeryczne rozwigzanie rownania 043144 | 0,70313 | 047536 | -16,03251 | 16,09903
Fokkera-Plancka

Zrodho: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).
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Tabela 3.

Bledy aproksymacji pg(x;41]%;; A) wyznaczone na podstawie eksperymentu symulacyjnego
(gestos¢ przejscia procesu Coxa—Ingersolla—Rossa)

Miary bledu aproksymacji

Rodzaj aproksymacji

ME RMSE MAE MPE MAPE
Dyskretyzacja Eulera 0,04483 0,60013 0,48855 -3,16941 6,90287
Symulacyjna 0,00252 0,45221 0,37261 0,31589 7,32948
Wielomianami Hermite’a 0,00019 0,00306 0,00248 -0,01746 0,10831

Numeryczne rozwigzanie rownania

FokkeraPlancka 0,00332 0,02636 0,02094 | -0,08590 | 0,34552

Zrédlo: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

Otrzymane wyniki dla drugiej czesci eksperymentu przedstawiajg tabele 4—6. Dla
procesow OU i CIR najtrudniejszy do oszacowania okazat si¢ parametr 6,, natomiast
najdoktadniejsze oszacowania uzyskano dla parametru 5. Dla procesu BS bardziej
doktadno$¢ oszacowan dla obu parametrow jest zblizona. Dla procesow OU i CIR
zarowno aproksymacja wielomianami Hermite’a jak oraz numeryczne rozwigzanie
rownania Fokkera-Plancka daja oszacowania bliskie tym uzyskanym na podstawie
znanej funkcji wiarygodnosci. Nieco gorzej wypada metoda symulacji. Szczeg6lnie
oszacowanie parametru ¢, jest zawyzone. Wynik dyskretyzacji Eulera najbardziej
roznig si¢ od tych uzyskanych na podstawie znanej funkcji wiarygodnosci. Dla pro-
cesu BS najdoktadniej wyniki znanej funkcji wiarygodnosci odtwarza aproksymacja
wielomianami Hermite’a. Dobre oszacowanie uzyskata takze dyskretyzacja Eulera.
Metody numerycznego rozwigzywania rownan Fokkera-Plancka i symulacji zawyzaty
oszacowanie parametru 6,, przy czym metoda Pedersena zawyza rowniez oszacowanie
parametru 6. Najkrotszy czas uzyskania oszacowan parametréw daje metoda dyskre-
tyzacji Eulera, natomiast najdluzszy metoda numerycznego rozwigzywania rownan
Fokkera-Plancka. W przypadku tej metody szybkos$¢ zalezy od przyjetego podzialu
przestrzeni procesu i czasu. Mozna zwigkszy¢ szybkos¢ metody kosztem doktadno-
$ci oszacowan. Podobnie jest w przypadku metody symulacji, gdzie takze istnieje
odwrotna zalezno$¢ pomigdzy szybkos$¢ a doktadnoscia.



186

Piotr Szczepocki

Tabela 4.

Srednie wartosci oceny parametréow oraz blad $redniokwadratowy dla procesu Ornsteina—Uhlenbecka
na podstawie eksperymentu symulacyjnego

Przecigtna warto$¢ oceny parametru (btad $redniokwadratowy) Przecietny czas
Metoda estymacji «undach
0, 0, 0, (w sekundach)
Maksymalizacja znanej 0,06735 0,57669 0,15103 0.01194
funkcji wiarygodnosci (0,01738) (0,41303) (0,00007) ’
Dyskretyzacja Eulera 8721?32) (8’;(9);22 0,144358 0,05150
©, 29242) (0,00007)
0,06857 0,63117 0,17413
lacyi , ) ) 5
Symulacyjna (0,01873) (0,62038) (0,00076) 6,30063
Wielomianami 0,06747 0,57719 0,15104 323769
Hermite’a (0,01749) (0,41508) (0,00007) ?
N
ro‘;if;;’:;?: roéwnania 0,06721 0,57625 015011 56,49738
Fokkera-Plancka (0,01736) (0,41233) (0,00006)
Zrédlo: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).
Tabela 5.

Srednie wartosci oceny parametrow oraz blad $redniokwadratowy dla geometrycznego ruchu Browna
na podstawie eksperymentu symulacyjnego

Metoda estymacji

Przecigtna warto$¢ oceny parametru
(btad sredniokwadratowy)

Przecigtny czas

(w sekundach)
0, 0,
Maksymalizacja znanej funkcji 0,29237 0,49465 0.00556
wiarygodnosci (0,03196) (0,00135) ’
0,29736 0,50964
Dyskret; ja Eul ’ > 4
yskretyzacja Eulera (0.03356) (0.00177) 0,00943
0,33739 0,57921
lacyi ’ > 10,99244
Symulacyjna (0,15509) (0,01704) 0.99
. . . o 0,29237 0,49465
Wielomianami Hermite’a (0.03196) (0.00134) 1,36206
Numeryczne rozwigzanie rownania 0,28944 0,57889 25.46038
Fokkera-Plancka (0,10349) (0,05158) ’

Zrodho: opracowanie whasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).
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Tabela 6.

Srednie wartosci oceny parametrow oraz blad $redniokwadratowy dla procesu Coxa—Ingersolla—Rossa
na podstawie eksperymentu symulacyjnego

Przecigtna warto$¢ oceny parametru (btad $redniokwadratowy) Przecietny czas
Metoda estymacji wundach
0, 0, 0, (w sekundach)
Maksymalizacja znanej 0,06003 0,44306 0,15084 0.09637
funkcji wiarygodnosci (0,00229) (0,74968) (0,00011) ’
0,05703 0,42124
Dyskretyzacja Eulera ’ ’ 0,14525 0,05896
(0,00183) (0,60006) (0,00014)
. 0,06801 0,51327 0,17007
Symulacyjna (0,00507) (1,76721) (0,00106) 43,88161
Wielomianami 0,05995 0,44248 0,15083 8.34884
Hermite’a (0,00227) (0,74244) (0,00011) ’
N
rol;rvr:azacrfir::eréwnania 0,06015 044464 0,15006 101,0399
Fokkera-Plancka (0,00228) (0,74993) (0,00011)

Zrédlo: opracowanie wlasne przy uzyciu programu R (wersja 3.2.1).

5. PODSUMOWANIE

W artykule zostaty przedstawione i poréwnane wybrane metody aproksyma-
cji funkcji wiarygodnosci dla jednowymiarowych jednorodnych proceséw dyfuzji.
Najdoktadniejsze aproksymacje funkcji wiarygodnos$ci daja metody rozwijania gesto-
Sci przej$cia za pomocg szeregdw Hermite’a oraz numeryczne rozwigzanie réwnan
Fokkera-Plancka. Metoda zaproponowana przez Ait-Sahalie¢ w eksperymencie symu-
lacyjnym nie tylko miata najmniejszy btad przy aproksymacji funkcji gestosci, ale
takze najlepiej przyblizata wartosci estymatoréw wyznaczone na podstawie prawdzi-
wej funkcji wiarygodnos$ci. Zaleta tej metody sa dobrze poznane wlasnosci tej aprok-
symacji oraz krotki czas potrzebny do uzyskania estymatoréw parametrow. Jedyng
wada metody jest to, ze wymaga transformacji Lampertiego badanego procesu, ktéra
nie zawsze mozna wyznaczy¢ analitycznie. W takim przypadku alternatywa moze by¢
metoda numerycznego rozwigzywania rownania Fokkera-Plancka. Metoda ta wymaga
wigkszej ilosci obliczen i przez to jest bardziej czasochtonna, ale przy odpowiednio
gestym podziale przestrzeni procesu daje tylko nieznacznie stabsza aproksymacje
funkcji gestosci. Kolejna metodg jest metoda symulacyjna Pedersena. Cho¢ teore-
tycznie zbiega do funkcji wiarygodnosci, to w praktyce trudno uzyskaé¢ odpowiednia
precyzje aproksymacji. Wymaga bardzo duzej liczby symulacji, aby osiggnaé poziom
doktadnosci nieco lepszy od najstabszej metody aproksymacji — dyskretyzacji Eulera.



188 Piotr Szczepocki

Korzystanie z tej ostatniej metody jest uzasadnione tylko, w przypadku, gdy okres
probkowania danych jest stosunkowo niewielki. Wowczas, przy bardzo tatwej imple-
mentacji 1 duzej szybkosci daj dobre oszacowania parametréw. Jednak wraz ze wzro-
stem odstgpu czasu pomigdzy obserwacjami maleje doktadno$¢ aproksymaciji i ro$nie
obcigzenie uzyskanych estymatorow.
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O APROKSYMACJACH FUNKCIJI PRZEJSCIA
DLA JEDNOWYMIAROWYCH PROCESOW DYFUZJI

Streszczenie

Metody estymacji parametrow stochastycznych rownan rézniczkowych dla cigglych proceséw dyfuzji
obserwowanych w dyskretnych odstgpach czasu mozna podzieli¢ na dwie kategorie: metody oparte na
maksymalizacji funkcji wiarygodno$ci i wykorzystujace uogoélniong metode momentéw. Zazwyczaj nie
znamy jednak gestosci przejscia potrzebnej do konstrukeji funkeji wiarygodnosci, ani odpowiedniej ilosci
momentoéw teoretycznych, aby skonstruowaé odpowiednig liczb¢ warunkow. Dlatego powstalo wiele
metod, ktore probuja przyblizy¢ nieznang funkcje przejscia. Celem artykutu jest porownanie wiasnosci
wybranych metod aproksymacji jednowymiarowych jednorodnych proceséw dyfuzji.

Stowa klucze: stochastyczne rownania rdzniczkowe, procesy dyfuzji, estymacja metoda najwigkszej
wiarygodnosci

ON APPROXIMATION OF TRANSITION DENSITY
FOR ONE-DIMENSIONAL DIFFUSION PROCESSES

Abstract

Estimation methods for stochastic differentia equations driver by discretely sampled continuous
diffusion processes may be split into two categories: maximum likelihood methods and methods based
on the general method of moments. Usually, one does not know neither likelihood function nor the-
oretical moments of diffusion process and cannot construct estimators. Therefore many methods was
developed to approximating unknown transition density. The aim of article is to compare properties of
selected approaches, indicate their merits and limitations.

Keywords: stochastic differential equations, diffusion processes, maximum likelihood estimation






